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11 Modelli hamiltoniani
Anche se per i sistemi quasi integrabili le orbite possono essere calcolate tramite gli inte-
gratori simplettici, la teoria perturbativa rappresenta uno strumento essenziale per il loro
studio non solo qualitativo ma anche quantitativo se pur con qualche limitazione. In parti-
colare per i sistemi a due gradi di liberta` o con un grado di liberta` e dipendenza periodica
dal tempo, la teoria perturbativa consente di ricondurre il problema allo studio di un sis-
tema integrabile sulla sezione di Poincare´. Tutti gli effetti della non integrabilita` vengono
confinati in un resto che puo` essere trascurato quando la perturbazione e` sufficientemente
piccola. Presentiamo nel seguito i modelli ad un grado di liberta` e dipendenza periodica dal
tempo esaminando la struttura geometrica delle orbite nella sezione di Poincare´ tramite le
forme normali risonanti fornite dalla teoria perturbativa. Si presentera` anche un confronto
con le orbite ottenute numericamente mediante un integratore simplettico
Sistemi a due gradi di liberta`
Consideriamo un hamiltoniano a due gradi di liberta` H0+λH1 dove H0 dipende solo dalle
azioni. Scelto il vettore e = (n,−m) analizziamo le orbite in prossimita` della risonanza
e · ω = 0 ossia ω1/ω2 = m/n. Se introduciamo il vettore τ = (m,n) ortogonale a e, il
vettore delle frequenze ω in risonanza e` diretto come τ . L’hamiltoniana in forma normale
risonante rispetto a e al primo ordine si scrive
H = H0(j) + λHˆ1(j, e · θ) + λ2H2(j, θ, λ)
Se trascuriamo il resto di ordine λ2 la variabile I2 = τ · j = mj1 + nj2 e` un integrale del
moto. Infatti detto ψ = e · θ dalle equazioni di Hamilton segue che
dI2
dt
= τ · dj
dt
= −τ · e∂Hˆ
∂ψ
= 0
Lo stesso risultato si ottiene introducendo la base e1 = e ed e2 = (r, s) di vettori a
componenti intere dove scegliamo τ · e2 = ns + rm = 1. La matrice E = (e1, e2), la sua
trasposta e la sua inversa si scrivono
E =
(
n r
−m s
)
E˜ =
(
n −m
r s
)
E
−1 =
(
s −r
m n
)
La seguente trasformazione a nuove coordinate angolo e azione ψ e I e` canonica
ψ = E˜θ, I = E−1j
Notando che H = H0(I) + λHˆ1(ψ1, I) se trascuriamo il resto di ordine λ
2, risulta evidente
che I2 = mj1 + nj2 e` un integrale primo.
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Ponendo H0+λ Hˆ1 = E se Hˆ1 dipende solo dagli angoli abbiamo che E− ≤ H0 ≤ E+ dove
E± e` la differenza tra E ed il minimo o il massimo di λ Hˆ1. Se H0 e` una forma quadratica
si ha una semplice interpretazione geometrica, come mostra la figura 1.
Se ci mettiamo in condizioni di risonanza e fissiamo il valore dell’invariante I2 = I, otteni-
amo due equazioni lineari e ·ω = 0 e τ · j = I la cui soluzione indichiamo con j∗. In forma
esplicita le equazioni diventano
nω1(j1, j2)−mω2(j1, j2) = 0 mj1 + nj2 = I
La soluzione nel piano delle azioni si scrive
j∗ =
(
j1 ∗
j2 ∗
)
j2∗ =
I −mj1 ∗
n
e le corrispondenti frequenze ω1(j∗), ω2(j∗) sono risonanti.
Consideriamo ora la sezione di Poincare` I2 = I, θ2 = 0 per l’HamiltonianoH = H0+λH1.
In questa sezione l’hamiltoniano diventa un funzione solo di di θ1 e j1
H(θ1, j1) = H0
(
j1, j2 =
I −mj1
n
)
+ λHˆ1
(
j1, j2 =
I −mj1
n
, θ1, θ2 = 0
)
Sviluppando H0 in serie di Taylor attorno a j1 = j∗ otteniamo
H0 = H0(j∗) +
(
ω1(j∗)− m
n
ω2(j∗)
)
(j1 − j∗) + A
2
(j1 − j1∗)2 + O((j1 − j1∗)3)
Il secondo termine sulla destra e` nullo perche´ ω1(j∗), ω2(j∗) soddisfano la condizione di
risonanza. Il coefficiente A e` definito da
A =
d2H0
dj21
∣∣∣∣
j1=j1 ∗
=
(
∂2H0
∂j21
− 2m
n
∂2H0
∂j1∂j2
+
m2
n2
∂2H0
∂j22
)∣∣∣∣
j=j∗
Trascurando quindi oltre al resto di ordine λ2 anche termini di ordine (j1 − j1 ∗)3 in
prossimita` della risonanza riscriviamo quindi l’hamiltoniano nella forma
H = H0(j∗) + h(j1, θ1)
e sviluppiamo h in serie di Fourier
h =
A
2
(j1 − j∗)2 − λ
∑
ℓ≥1
Bℓ(j1) cos(nℓθ1 + γℓ)
Per semplicita` consideriamo il caso in cui vi sia solo B1 oppure che il decadimento dei Bℓ
con ℓ sia sufficientemente rapido da poter trascurare tutti i termini con ℓ > 1 . Scegliamo
inoltre γ1 = 0 traslando θ1 e scriviamo
h =
A
2
(j1 − j∗)2 − λB1(j1) cos(nθ1)
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I punti critici di h sono definiti da
∂h
∂θ1
= λB1(j1) sin(nθ1) = 0
∂h
∂j1
= A(j1 − j∗)− λB′1(j1) cos(nθ1) = 0
I punti di equilibrio stabile sono
θ1 =
2k π
n
0 ≤ k ≤ n− 1 j1 = j∗ + λB
′
1(j1)
A
se ivi risulta λB1(j1)(A− λB′′1 (j1)) > 0. I punti di equilibrio instabile sono
θ1 =
(2k + 1)π
n
0 ≤ k ≤ n− 1 j1 = j∗ − λB
′
1(j1)
A
se ivi risulta λB1(j1)(A + λB
′′
1 (j1)) > 0. Se inoltre in H trascuriamo termini di ordine
λ(j− j∗) ∼ λ2 allora possiamo sostituire B(j1) con la costante B = B1(j∗). In questo caso
l’hamiltoniano h diventa quello di un pendolo
h =
A
2
(j1 − j∗)2 − λB cos(nθ1)
Geometria di una risonanza
Nel piano delle azioni consideriamo l’hamiltoniano in forma normale
H = H0 + λHˆ1(j, e · θ) H0 = 1
2
(j− ω0τ )2
dove abbiamo trascurato il resto di secondo ordine λ2. In questo casoH0 non e` piu` integrale
primo del moto mentre lo e` τ · j = I. Nella figura 1 a destra mostriamo il piano delle azioni
con il vettore τ ed il vettore e a questo ortogonale, in verde le rette
j(t) = τ
I
τ2
+ e t
i cui punti appartengono all’invariante τ · j = I. Per t = 0 si hanno le azioni risonanti
j ·e = 0, che appartengono alla retta in rosso nella figura 1. Le azioni definite da H0(j) = E
appartengono ad un cerchio di centro ω0 τ e raggio
√
2E. La retta delle azioni risonanti
interseca il cerchio H0 = E in due punti
j = jτ τ jτ = ω0 ±
√
2E
τ
In questi punti la linea τ · j = I e` tangente al cerchio, mentre se j− < jτ < j+ questa linea
interseca il cerchio in due punti.
Poiche´ e` l’hamiltoniano H si conserva da H0 + λHˆ1 = E, assumendo per semplicita` che
Hˆ1 = −B cos(nθ1), abbiamo che E− ≤ H0(j) ≤ E+ dove E± = E ± λB e quindi nel piano
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delle azioni i punti stanno in un anello. Avendo fissato H = E se fissiamo anche l’invariante
τ ·j = I i punti corrispondenti nel piano delle azioni appartengono al segmento intersezione
di questa retta con l’anello, linea verde nella figura 1 lato destro. Se consideriamo la linea
rossa cui appartengono le azioni risonanti j = Iτ/τ questa interseca l’anello nel primo
quadrante in un segmento CD . Per un fissato valore di I la retta j(t) = Iτ/τ2 + te
interseca l’anello in un segmento, che al diminuire della distanza I/τ dall’origine passa
da un punto C al segmento AB. Successivamente l’intersezione e` data da due segmenti
disgiunti.
Nel piano delle fasi (θ1, j1) corrispondente alla sezione di Poincare´ θ2 = 0 con H = E
l’orbita corrispondente al punto C e` il punto di equilibrio stabile, le orbite corrispondenti
ad un singolo segmento sono quelle appartenenti alle isole di risonanza, ossia le orbite di
librazione del pendolo, l’orbita del segmento AB la separatrice, le orbite corrispondenti a
due segmenti disgiunti e simmetrici rispetto alle linea di risonanza j = Iτ/τ sono quelle di
rotazione nel verso positivo e negativo del pendolo.
Si possono considerare le orbite nel piano di fase (θ1, j1) corrispondenti alla sezione di
Poincare´ θ2 = 0 dove si fissa il valore I dell’invariante τ · j anziche´ H. Nel piano delle
azioni queste orbite corrispondono alla intersezione della retta j(t) = Iτ/τ + te con gli
anelli E− ≤ H0(j) ≤ E+ dove E± aumentano con E. Vi e` un valore minimo di E per
cui la retta j(t) e` tangente al cerchio esterno, oltre il quale l’intersezione e` un segmento
corrispondente ad un catena di isole. Raggiunta la separatrice il segmento si separa in due
segmenti simmetrici corrispondenti alla rotazione nei due versi.
Figura 11.1 Lato sinistro: vettori ortogonali τ e e. Consideriamo l’hamiltoniana H0=
1
2
(j−ωτ )2 ed il
cercho H0=E. Linea di risonanza e·ω=e·j=0 e` in rosso, le linee corrispondente all’invariante τ ·j=I per
diversi valori di I sono in verde. I pallini verdi sono l’intersezione della linea di risonanza con le rette
j·τ=I per diversi valori di I. La linea di risonanza interseca il cerchio in due punti indicati con pallini
rossi ove sono tracciate le due linee verdi tangenti. Lato destro: si fissa il valore dell’invariante H=E
dove H=H0+λB cos(e·θ). Le azioni permesse stanno nell’anello E−λB<H0<E+λB. Le azioni risonanti
appartengono ai due segmenti in rosso intersezione della linea di risonanza j=jτ con l’anello.
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L’esempio generico
Consideriamo un hamiltoniano in forma normale rispetto ad una risonanza ω · e = 0 dove
e e` un vettore a componenti intere..
H = ω0 τ · j+ 1
2
j · j + B1(j) cos(e · θ) τ =
(
m
n
)
e =
(
n
−m
)
La frequenza corrispondente alla parte lineare dell’hamiltoniano ω0 = ωτ e` risonante. La
parte quadratica porta ad una frequenza che dipende linearmente dalle azioni e quindi la
linea di risonanza nello spazio delle azioni e` una retta
ω = ω0 + j e · ω = e · j = 0
L’invariante e` dato da I = τ · j ed i suoi punti stanno su una retta nello spazio delle azioni.
La sezione di Poincare` corrisponde ad un valore fissato di I e θ2 = 0. Il valore dell’azione
j in corrispondenza al quale la frequenza e` risonante si ottiene quindi dal sistema lineare.
τ · j = I e · j = 0
la cui soluzione e` data da
j = j∗ ≡ I τ
τ2
j1 ∗ = j∗ ≡ m
m2 + n2
I j2 ∗ =
n
n2 +m2
I
Sulla sezione di Poincare´ θ2 = 0 e per un fissato valore dell’invariante mj1 +nj2 = I, l’ha-
miltoniana diventa una funzione di θ1, j1. Sviluppando rispetto a j1 = j∗ l’hamiltoniana
H0(j1, j2 = (I −mj1)/n) e ricordando che la derivata prima si annulla per j1 = j∗ si trova
H = H0 + λHˆ1 = H0(j∗) +
A
2
(j1 − j1∗)2 − λB1
(
j1, j2 =
I −mj1
n
)
cos(nθ1)
Scriviamo H = H0(j) + h ed approssimiamo B1(j) calcolandolo nel punto di risonanza.
Sostituendo B1(j) con B = B1(j∗) l’errore che commettiamo e` di ordine λ(j1 − j∗) ∼ λ2 e
h diventa l’hamiltoniano di un pendolo
h =
A
2
(j1 − j∗)2 − λB cos(nθ1) A = 1 + m
2
n2
I punti critici stabili sono dati da θ1 = 2kπ/n e j1 = j∗ mentre quelli instabili da θ1 =
(2k + 1)π/n e j1 = j∗. Calcoliamo la massima distanza ∆ tra le separatrici, ossia la
larghezza delle isole, l’area Σ di ciascuna di queste e la frequenza secondaria ω sec , ossia
la frequenza delle piccole oscillazioni attorno ai punti critici stabili. Osservando che sui
punti critici instabili si ha h = λB la equazione delle separatrici e` data da
j1 = j∗ + 2
(
λ
B
A
)1/2
cos
nθ1
2
j∗ =
m
m2 + n2
I
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e ne segue che
∆ = 4
(
λ
B
A
)1/2
, Σ =
16
n
(
λ
B
A
)1/2
ω sec = n(λAB)
1/2
Abbiamo calcolato la sezione di Poincare´ fissando l’invariante I. Quindi al variare delle
condizioni iniziali cambiamo il valore di H. Se ci mettiamo in prossimita` della risonanza
j1 ≃ j∗ abbiamo
H = H0(j∗) +
A
2
(j1 − j∗)2 − λB cos(n θ1) ≃ H0(j∗)− λB cos(n θ1)
Se ora fissiamo l’energia totaleH = E supponendo che E ≫ λB > 0 troviamo una relazione
tra l’invariante e l’energia totale
E = H0(j∗) = ω0 τ · j∗ + 1
2
j∗ · j∗ = ω0I + I
2
2τ2
che ci consente di determinare I in funzione di E. Se ω0 = 0 la relazione si semplifica e
I = τ
√
2E =
√
m2 + n2
√
2E
Questo ci consente di riesprimere la posizione j∗ della risonanza in funzione di E
j∗ =
m
m2 + n2
I =
m√
m2 + n2
√
2E
I parametri geometrici quali l’ampiezza ∆ e l’area Σ non dipendono da I e quindi non
cambiano e questo vale anche per la frequenza secondaria. Se partiamo con l’Hamilto-
niano H e scegliamo le condizioni iniziali θ1, j1 sulla sezione di Poincare´ ossia θ2 = 0
la coordinata mancante j2, necessaria per iniziare la integrazione numerica, viene fissata
dalla condizione H = E e in questo caso la posizione delle isole cambia con E secondo la
relazione scritta sopra.
Modelli con dipendenza dal tempo
I sistemi ad un sol grado di liberta` con dipendenza periodica dal tempo si riconducono
a particolari sistemi con due gradi di liberta` . Infatti consideriamo per semplicita` una
funzione periodica che abbia solo la prima componente di Fourier.
H = h0(j1) + λh1(θ1, j1)(1 + C cos(ω2t))
Introducendo l’angolo θ2 = ω2t l’hamiltoniano
H = H0(j) + λH1(θ, j) ≡ h0(j1) + ω2j2 + λh1(θ1, j1)
(
1 + C cos(θ2)
)
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diventa a due gradi di liberta` ma indipendente dal tempo e quindi H e` un integrale primo,
ma la evoluzione di θ1(t), j1(t) e` la stessa. Se supponiamo che h0(j1) sia quadratico possi-
amo scrivere
H0 = ω1 j1 + ω2 j2 +
1
2
j21
Supponiamo inoltre che il termine di ordine λ in H abbia valor medio nullo rispetto agli
angoli. Se le frequenze lineari sono risonanti rispetto a e = (n,−m) ossia (ω1, ω2) =
ω (m,n) la corrispondente forma normale risonante diventa
H = ω (mj1 + n j2) +
j21
2
+ λ Hˆ(e · θ, j1) + λ2H2(θ, j1)
Se trascuriamo il resto λ2H2 l’hamiltoniano H ha mj1+nj2 = I come invariante e valutato
per θ2 = 0 diventa
H = Iω +
j21
2
+ Hˆ1(nθ1)
Se le frequenze lineari sono quasi risonanti ω1 = mω − ǫ e ω2 = nω l’hamiltoniano H0
valutato per j2 = (I −mj1)/n diventa
H0
(
j1,
I −mω2
n
)
= Iω − ǫ j1 + j
2
1
2
= I ω − ǫ
2
2
+
1
2
(j1 − ǫ)2
L’hamiltoniano H in forma normale senza resto ha τ · j come invariante e si scrive nella
forma
H = H0 + λHˆ1 = I − ǫ
2
2
+ h
dove tenendo solo la componente di Fourier di ordine piu` basso e valutando h per θ2 = 0
si ha
h(θ1, j1) =
1
2
(j1 − ǫ)2 − λB1(j1) cos(nθ1)
Ora h non ha piu` alcuna dipendenza dall’invariante I contrariamente a quanto accade nel
caso di un generico sistema a due gradi di liberta` precedentemente considerato. Per j1
vicino a ǫ se trascuriamo termini di ordine ǫλ l’hamiltoniano diventa quello di un pendolo
h =
1
2
(j1 − ǫ)2 − λB cos(nθ1)
dove B = B1(ǫ) e` costante. Come esempio esaminiamo il caso di un pendolo la cui
lunghezza varia periodicamente nel tempo. Esamineremo i risultati forniti dalla teoria
perturbativa risonante al primo ed al secondo ordine .
Il pendolo dipendente dal tempo
Consideriamo ora il modello seguente
H = j
2
1
2
− λ cos θ1(1 + C cos(ωt))
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equivalente a
H =
j21
2
+ ωj2 − λ
[
cos θ1 +
C
2
cos(θ1 − θ2) + C
2
cos(θ1 + θ2)
]
In questo caso le possibili risonanze si hanno per e = (n,−m) = (1, 0), (1,−1), (1, 1). Le
frequenze sono ω = (j1, ω) sono risonanti per j1 = 0, ω,−ω. L’hamiltoniano in forma
normale rispetto alla risonanza j1 = 0 sulla sezione di Poincare´ e` dato da
h =
j21
2
− λ cos θ1
mentre per le risonanze j1 = ±ω si ha
h =
1
2
(j1 ∓ ω)2 − λC
2
cos θ1
La massima distanza delle separatrici dalla retta j1 = ω oppure j1 = −ω che congiunge
i punti critici e` 2
√
λC/2. Per la risonanza j1 = 0 la distanza massima della separatrice
dalla retta j1 = 0 e` 2
√
λ. Condizione perche´ le separatrici non si sovrappongano e` data da
ω − 2
√
λC
2
> 2
√
λ
Ad esempio per C = ω = 2 si ottiene λ < 1/4.
Risonanze di ordine superiore
Per trovare altre risonanze nel pendolo dipendente dal tempo e le corrispondenti isole nella
sezione di Poincare´ valutiamo il secondo ordine perturbativo partendo da un primo ordine
non risonante. In questo la caso essendo Hˆ1 = 0 la generatrice e` data da
DGH0 +H1 ≡ −j1 ∂G
∂θ1
− ω ∂G
∂θ2
+H1 = 0
da cui segue che
G = −sin θ1
j1
− C
2
sin(θ1 − θ2)
j1 − ω −
C
2
sin(θ1 + θ2)
j1 + ω
Il resto del secondo ordine e` definito da una serie in λ il cui termine di ordine zero e` dato
da
H2 =
1
2
D2GH0 +DGH1 = −
1
2
DGH1 +DGH1 =
1
2
DGH1
227
Il suo calcolo esplicito fornisce
H2 =
1
2
[
cos θ1 +
C
2
cos(θ1 − θ2) + C
2
cos(θ1 + θ2),
sin θ1
j1
+
C
2
sin(θ1 − θ2)
j1 − ω +
C
2
sin(θ1 + θ2)
j1 + ω
]
=
=
1
2
sin2 θ1
j21
+
C
4
sin θ1 sin(θ1 − θ2)
(j1 − ω)2 +
C
4
sin θ1 sin(θ1 + θ2)
(j1 + ω)2
+
+
C
4
sin θ1 sin(θ1 − θ2)
j21
+
C2
8
sin2(θ1 − θ2)
(j1 − ω)2 +
C2
8
sin(θ1 − θ2) sin(θ1 + θ2)
(j1 + ω)2
+
+
C
4
sin θ1 sin(θ1 + θ2)
j21
+
C2
8
sin(θ1 − θ2) sin(θ1 + θ2)
(j1 − ω)2 +
C2
8
sin2(θ1 + θ2)
(j1 + ω)2
Evidenziando le componenti d Fourier di ottiene
H2 =
1
4
1− cos 2θ1
j21
+
C
8
cos θ2 − cos(2θ1 − θ2)
(j1 − ω)2 +
C
8
cos θ2 − cos(2θ1 + θ2)
(j1 + ω)2
+
+
C
8
cos θ2 − cos(2θ1 − θ2)
j21
+
C2
16
1− cos 2(θ1 − θ2)
(j1 − ω)2 +
C2
16
cos(2θ2)− cos(2θ1)
(j1 + ω)2
C
8
cos θ2 − cos(2θ1 + θ2)
j21
+
C2
16
cos(2θ2)− cos(2θ1)
(j1 − ω)2 +
C2
16
1− cos 2(θ1 + θ2)
(j1 + ω)2
La regione dello spazio delle azioni in cui il calcolo perturbativo e` valido esclude intorni
delle azioni risonanti del primo ordine ossia j1 = 0,±ω e l’estensione e` sostanzialmente
fissata dalla larghezza delle corrispondenti isole. Se costruiamo la teoria non risonante
di ordine 2 dobbiamo anche escludere intorni delle nuove risonanze le cui componenti di
Fourier sono presenti in H2. Queste sono definite dai vettori e = (2,−1), (2, 1). La forma
normale risonante di ordine 2 rispetto a e = (2,−1) e` data da
Hˆ2 =
1
4j21
+
C2
8
j21 + ω
2
(j21 − ω2)2
− C
8
(
1
j21
+
1
(j1 − ω)2
)
cos(2θ1 − θ2)
La forma normale rispetto alla risonanza corrispondente al vettore e = (2, 1) e` data da
Hˆ2 =
1
4j21
+
C2
8
j21 + ω
2
(j21 − ω2)2
− C
8
(
1
j21
+
1
(j1 + ω)2
)
cos(2θ1 + θ2)
La hamiltoniana completa si scrive dunque
H =
j21
2
+ ωj2 + λ
2Hˆ2 + λ
3H3
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Se la forma normale e` rispetto a e = (2,−1) detto τ = (1, 2) l’invariante e` τ · j. Essendo
ω = (j1, ω) la frequenza corrispondente ad H0 la condizione di risonanza si verifica per
j1 = ω/2. Consideriamo ora la sezione di Poincare´ θ2 = 0 e τ · j = I. Riesprimendo
j2 = (I − j1)/2 troviamo che
H0 =
1
2
j21 +
ω
2
(I − j1) = 1
2
(
j1 − ω
2
)2
+
ω
2
I2 − ω
2
8
Quindi sulla sezione di Poincare` definiamo l’hamiltoniano h = H0 + λ
2Hˆ2 − ωI2/2 + ω2/8
che risulta espresso da
h =
1
2
(
j1 − ω
2
)2
+ λ2
C2
8
j21 + ω
2
(j21 − ω2)2
− λ2 C
8
(
1
j21
+
1
(j1 − ω)2
)
cos(2θ1 − θ2)
I punti critici sono in sono in θ1 = kπ/2 e in j1 = ω/2 a meno di correzioni di ordine λ
2.
Analogamente per la risonanza rispetto e = (2, 1) possiamo scrivere
h =
1
2
(
j1 +
ω
2
)2
+ λ2
C2
8
j21 + ω
2
(j21 − ω2)2
− λ2 C
8
(
1
j21
+
1
(j1 + ω)2
)
cos(2θ1 + θ2)
I punti critici sono θ1 = kπ/2 e in j1 = −ω/2 a meno di correzioni di ordine λ2. Se nel
primo caso sviluppiamo h attorno j1 = ω/2 trascurando termini di odine λ
2(j1 − ω/2) e
nel secondo caso attorno a j1 = −ω/2 trascurando termini di odine λ2(j1+ω/2) otteniamo
h =
1
2
(
j1 ∓ ω
2
)2
− λ
2C
ω2
cos(2θ1)
Osserviamo infine che al vettore e = (2, 0) corrisponde la componente di Fourier cos(2θ1)
ed la frequenza risonante ω = (0, ω). Essendo stato escluso ogni intorno di j1 = 0 non si
ha alcun contributo oltre a quello fornito dalla forma risonante al primo ordine.
L’oscillatore anarmonico dipendente dal tempo
Consideriamo il sistema la cui hamiltoniana e` data da
H = ω1 p
2 + x2
2
+ λ
x4
4
(1 + C cos(ω2t))
Introducendo le coordinate azione ed angolo x =
√
2j1 cos θ1 e p = −
√
2j1 sin θ1 definiamo
un nuovo hamiltoniano in cui compare una seconda variabile angolare che risulta uguale a
θ2 = ω2t
H = ω1 j1 + ω2j2 + λj
2
1 cos
4 θ1(1 + C cos(ω2t))
Riscriviamo l’hamiltoniano
H = H0 + λH1 = ω1 j1 + ω2 j2 +
λ
8
j21
(
3 + 4 cos(2θ1) + cos(4θ1)
)
(1 + C cos θ2)
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in modo da separare le componenti Fourier nel termine non integrabile
H1 =
3
8
j21 +
j21
8
(
3C cos θ2 + 4 cos(2θ1) + cos(4θ1) + 2C cos(2θ1 − θ2) + 2C cos(2θ1 + θ2)
+
C
2
cos(4θ1 − θ2) + C
2
cos(4θ1 + θ2)
)
Le componenti di Fourier di H1 hanno indice k = ℓe con e = (0, 1), (1, 0), (2,∓1), (4,∓1).
Se poniamo ω1 = ω che supponiamo non nullo e se assumiamo che anche ω2 sia non nullo
dobbiamo considerare la condizione di risonanza solo rispetto a e = (2,∓1) soddisfatta
per ω2 = ±2ω e rispetto a e = (4,∓1) soddisfatta per ω2 = ±4ω. Consideriamo prima il
caso in cui le frequenze lineari ω non soddisfino le condizioni di risonanza e · ω = 0 dove
e corrisponde alle componenti di Fourier presenti in H. In questo caso la forma normale
non risonante fornisce
H = ω1j1 + ω2j2 + λ
3
8
j21 + λ
2H2(j1, θ)
dove Hˆ1 = 3j
2
1/8. Il generatore G della trasformazione e
λDG che porta H in forma normale
soddisfa [G,H0] = H1 − Hˆ1 e risulta espresso da
G =
j21
8
(
3C
sin θ2
ω2
+ 2
sin(2θ1)
ω1
+
sin(4θ1)
4ω1
+ 2C
sin(2θ1 − θ2)
2ω1 − ω2 + 2C
sin(2θ1 + θ2)
2ω1 + ω2
+
C
2
sin(4θ1 − θ2)
4ω1 − ω2 +
C
2
sin(4θ1 + θ2)
4ω1 + ω2
)
Detto allora Hˆ1 = 3j
2
1/8 scriviamo il termine di ordine zero in λ del resto H2 nella forma
H2 =
1
2
DG(Hˆ1 −H1) +DGH1
Notiamo che H2 contiene nuovi coefficienti di Fourier che danno luogo a nuove risonanze
e ·ω = 0 dove e = (2,±1) e e = (4,±1).
Se le frequenze soddisfano la condizione di risonanza ω2 = 2ω1 rispetto l vettore e = (2,−1)
scriviamo la forma normale per H tenendo in Hˆ1 solo il corrispondente termine nello
sviluppo di Fourier. Possiamo scrivere la stessa forma normale anche se le frequenze sono
ω1 = ω − ǫ e ω2 = 2ω con ǫ ≪ ω ossia se siamo vicini alla condizione di risonanza. In
questo caso il limite ǫ → 0 e` ben definito e fornisce il risultato quando la condizione di
risonanza e` esattamente soddisfatta. Al primo ordine la hamiltoniana in forma normale si
scrive H = H0 + λHˆ1 + λ
2H2 dove
H0 + Hˆ1 = (ω − ǫ) j1 + 2ω j2 + λ3
8
j21 + λ
C
4
j21 cos(2θ1 − θ2)
Detto τ = (1, 2) e l’invariante e` τ · j. Sulla sezione di Poincare´ θ2 = 0 j1 + 2j2 = I
l’hamiltoniana diventa H0 + λHˆ1 = h+ ωI − 2ǫ2/λ2 dove
h = λ
3
8
(
j1 − 4
3
ǫ
λ
)2
+ λ
C
4
j21 cos(2θ1)
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Notiamo che e` possibile riscalare le azioni e la hamiltoniana λj→ j, λH → H in modo da
eliminare la dipendenza da λ. Questo equivale a porre λ = 1 nella hamiltoniana iniziale
considerando che lo sviluppo perturbativo vale per ‖j‖ ≪ 1. Posto λ = 1 calcoliamo i
punti fissi
∂h
∂j1
=
3
4
j1 − ǫ+ C
2
j1 cos(2θ1)
∂h
∂θ1
= −C
2
j21 sin(2θ1)
che sono dati da
θ1 = 0,±π j1 = ǫ
(
3
4
+
C
2
)−1
θ1 = ±π
2
j1 = ǫ
(
3
4
− C
2
)−1
I primi sono instabili, gli ultimi stabili. Notiamo che solo per C < 3/2 si ha j1 > 0 e quindi
gli ultimi punti fissi sono reali quando si passa a coordinata cartesiane. Riesprimiamo
l’hamiltoniano h in coordinate cartesiane
h =
2
3
ǫ2 − ǫx
2 + p2
2
+
(
3
8
− C
4
)(
x2 + p2
2
)2
+
C
4
x2
x2 + p2
2
Calcoliamo ora i punti fissi
∂h
∂x
= x
[
−ǫ+ 3
8
(x2 + p2) +
C
4
x2
]
∂h
∂x
= p
[
−ǫ+ 3
8
(x2 + p2)− C
4
p2
]
I punti fisso sono quindi
p = 0 x = ±√ǫ
(
3
8
+
C
4
)−1/2
x = 0 p = ±√ǫ
(
3
8
− C
4
)−1/2
Notiamo che i primi due punti critici sono instabili e corrispondono ai primi due trovati
in variabili azione e angolo e lo stesso vale per gli ultimi due (θ = ±π sono stesso punto
sul toro [−π, π]). Inoltre in coordinate cartesiane si ha anche il punto fisso x = p = 0,
che non ha corrispettivo nelle variabili azioni angolo: cio` e` vero per l’oscillatore armonico
h = ω(x2 + p2)/2 che diventa h = ωj il quale non ha punto critico. Questo e` dovuto alla
natura della trasformazione simplettica da variabili cartesiane a quelle angolo e azione.
Ripetiamo la stessa analisi per la risonanza 4ω1−ω2 = 0. Posto in questo caso ω1 = ω− ǫ
e ω2 = 4ω e tenendo conto che I = j1 + 4j2 e` un invariante l’hamiltoniana h = H0 + Hˆ1 −
ωI + 2ǫ2/3 sulla sezione di Poincare´ diventa
h =
3
8
(
j1 − 4
3
ǫ
)2
+
C
16
j21 cos(4θ1)
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Il calcolo dei punti fornisce in questo caso
θ1 = 0,±π
2
,±π j1 = ǫ
(
3
4
+
C
8
)−1
θ1 = ±π
4
,±3π
4
j1 = ǫ
(
3
4
− C
8
)−1
i primi quattro instabili, gli ultimi quattro stabili. Si noti la condizione C < 6 per avere
punti fissi con j1 > 0.
Esprimiamo ora la hamiltoniana in coordinate cartesiane.
h =
2
3
ǫ2 − ǫj1 + 3
8
(
1− C
2
)
j21 +
C
16
j21(3 + cos(4θ1)) =
=
2
3
ǫ2 − ǫx
2 + p2
2
+
3
8
(
1− C
2
)(
x2 + p2
2
)2
+
C
16
(x4 + p4)
Abbiamo fatto uso della seguente identita`
(x4 + p4) =
j41
4
[(eiθ1 + e−iθ1)4 + (eiθ1 − e−iθ1)4] = j21 [cos(4θ1) + 3]
I punti fissi per C = 2 si calcolano immediatamente e sono dati da x = 0, p = ±√2ǫ,
p = 0, x = ±√2ǫ e x = ±√2ǫ, p = ±√2ǫ. Nel caso generale abbiamo
∂h
∂x
= x
[
−ǫ+ 3
8
(
1− C
2
)
(x2 + p2) +
C
4
x2
]
∂h
∂p
= p
[
−ǫ + 3
8
(
1− C
2
)
(x2 + p2) +
C
4
p2
]
Le soluzioni per i punti critici sono quindi date da
x = 0 p = ±
√
2ǫ
(
3
4
+
C
8
)−1/2
p = 0 x = ±
√
2ǫ
(
3
4
+
C
8
)−1/2
Le altre quattro soluzioni si ottengono per x2 = p2 e sono date da
x = ±√ǫ
(
3
4
− C
8
)−1/2
p = ±√ǫ
(
3
4
− C
8
)−1/2
Risultati numerici
Analizziamo per i modelli proposti pendolo e l’oscillatore anarmonico con dipendenza pe-
riodica dal tempo, i risultati del calcolo numerico delle orbite sulla sezione di Poincare´
con quelli forniti dalle forme normali discusse sopra. Per il calcolo numerico delle orbite
e` stato usato un integratore simplettico di ordine 4 con passo temporale ∆t = T/50 dove
T = 2π/ω che assicura un errore relativo sulla conservazione di H inferiore a 10−6.
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il Pendolo
Nelle figure seguenti si tracciano le orbite nella sezione di Poincare´ par varie condizioni
iniziali avendo scelto ω = 2 come frequenza la dipendenza temporale. Nelle Figure 9.1
e 9.2 si sceglie C = 1 per l’ampiezza della dipendenza periodica dal tempo e nelle figure
9.3 e 9.4 C = 2. L’ampiezza λ della parte non integrabile viene fatta variare scegliendo
λ = 0.04, 0.08, 0.16, 0.32.
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Figura 11.2 Plot delle orbite nella sezione di Poincare´ per il pendolo con ω=2, C=1 e ampiezza pertur-
bazione λ=0.04 lato sinistro e λ=0.08 lato destro
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Figura 11.3 Plot delle orbite nella sezione di Poincare´ per il pendolo conω=2, C=1 e ampiezza pertur-
bazione λ=0.16 lato sinistro e λ=0.32 lato destro
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Figura 11.4 Plot delle orbite nella sezione di Poincare´ per il pendolo con ω=2, C=2 e ampiezza pertur-
bazione λ=0.04 lato sinistro e λ=0.08 lato destro
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Figura 11.5 Plot delle orbite nella sezione di Poincare´ per il pendolo con ω=2, C=2 e ampiezza pertur-
bazione λ=0.16 lato sinistro e λ=0.32 lato destro
I risultati analitici ci hanno permesso di caratterizzare le risonanze. La prima risonanza
di ordine 1, ove il vettore delle frequenze ω e` ortogonale a e = (1, 0), e` caratterizzata da
posizione dei punti fissi e massima distanza tra le separatrici
j∗ = 0 ∆ = 4
√
λ
Le altre due risonanze di ordine 1 sono caratterizzate da
j∗ = ±ω ∆ = 4
√
λC
2
Infine le due risonanze di ordine 2 per le quali il vettore delle frequenze e` ortogonale a
e = (2,∓1) sono caratterizzate da
j∗ = ±2ω ∆ = 4λ
ω
√
C
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Le orbite calcolate numericamente sono in accordo per quanto riguarda i parametri delle
isole di risonanza con il risultati forniti dalla teoria perturbativa e qui sopra sinteticamente
richiamati. Si noti che al crescere di λ e di C le separatrici delle prime due isole si
avvicinano e che si crea una regione di orbite caotiche in accordo con il criterio empirico di
Chirikhov. La nascita delle regioni caotiche viene rigorosamente spiegato come effetto della
componente non integrabile (il resto nello sviluppo perturnativo) che causa la intersezione
delle varieta` stabili e instabili dando origine al cosidetto intreccio omoclino.
L’oscillatore anarmonico
Nelle figure che seguono mostriamo le orbite nella sezione di Poincare´ per varie condizioni
iniziali avendo scelto ω = 1 sicche´ la frequenza lineare e` data da ω1 = 1 − ǫ mentre la
frequenza della componente dipendente dal tempo e` ω2 = n e sceglieremo la sua ampiezza
C = 1.
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Figura 11.6 Lato sinistro: orbite nella sezione di Poincare´ per l’oscillatore con ω1=1−ǫ, ω2=2 dove ǫ=0.1
e C=1. Lato destro: curve di livello per l’hamiltoniano h corrispondente alla forma normale risonante
Nelle Figure 9.5 e 9.6 si scegliendo n = 2 vedremo apparire le isole corrispondenti alla
risonanza di ordine n = 2 mentre nelle figure 9.7 e 9.8 dove C = 2 e n = 4 vedi-
amo le isole corrispondenti alla risonanza di ordine quattro. In tutti i casi accanto
alle orbite dell’hamiltoniano sulla sezione di Poincare´ sono mostrate le curve di livello
dell’hamiltoniano h ottenuto dalla forma normale risonante corrispondente.
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Figura 11.7 Lato sinistro: orbite nella sezione di Poincare´ per l’oscillatore con ω1=1−ǫ, ω2=2 ma con
ǫ=0.4 e C=1. Lato destro: curve di livello per l’hamiltoniano h
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Figura 11.8 Lato sinistro: orbite nella sezione di Poincare´ per l’oscillatore con ω1=1−ǫ, ω2=4 dove ǫ=0.2
e C=1. Lato destro: curve di livello per l’hamiltoniano h
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Figura 11.9 Lato sinistro: orbite nella sezione di Poincare´ per l’oscillatore con ω1=1−ǫ, ω2=4 dove ǫ=0.8
e C=1. Lato destro: curve di livello per l’hamiltoniano h
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